Het 4% jaar
4. Functies van de tweede graad

4.1. Een functie tekenen

4.1.1. Op papier
Vervolledig de tabel van de volgende functie.

f(x)=x

X -2.5 -2 -1

f(x) 6,25

Zet de punten uit en teken de grafiek.

18

Teken de grafiek. Verbind de punten.
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4.1.2. Met Wiris

Log aan in Wiris: www.wirisonline.net
(zie 2.1.1 aanloggen)

f(x) : =x*

Typ onder de rode tekst en duw een paar keer op enter.

Typ hieronder jouw opdrachten

Imw=ﬂ =

De functie f(X) = X® is nu ingevoerd.

f(x) : =x*

Typ onder het volgende:

[ Typ hieronder jouw opdrachten
| f(x):=x2

"
[-3) khaak"
|f{—2.5]' . Io

s ntD

[(-1)
10)
[£01)
2

Als je te weinig plaats hebt, duw je een paar keer op enter.

Klik vervolgens op het rode gelijkheidsteken H

Wat merk je? Welke getallen komen naast f(-2), f ¢ 1),f (0), .. te staan?
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Nu moeten we enkel de grafiek nog tekenen.
Typ onder f(3) “plot(f (x))” en Kklik op het gelijkheidsteken.

TT=2]
| f(—1) Wat gebeurt er?
| f(0)
| (1)

| f(2) Is de grafiek die je 2 pagina’s eerder hebt getekend correct?

[(B) | e
_| plot(f(x))

4.1.3. De kenmerken

Wat is het domein van deze functie? (projectie op x-as)

Geef het tekenverloop van deze functie.

X | -¥ 0 +¥
f (x) .............................................
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Stijgen en dalen van de functie.

We zien dat deze functie eerst daalt, een minimum bereikt en nadien weer stijgt. Het
punt van de grafiek waarin de functie deze minimumwaarde bereikt, noemen we de
top van de parabool. In dit geval is de top T(0,0).

X -¥ 0 +¥
f(X) 0

(min)

Dal- en bergparabool.

De opening van de parabool is naar boven gericht (hol). We noemen deze parabool
een dalparabool. Als de opening van de parabool naar onder is gericht, noemen we
deze een bergparabool.

Symmetrieas.

Als je goed kijkt, zie je dat de grafiek symmetrisch is t.0.v. de y-as. De y-as noemen
we daarom de symmetrieas van de parabool of korter: de as van de parabool.

Het snijpunt van de parabool met zijn symmetrieas is de top van de parabool.
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4.2. Invloeden van parameters

4.2.1. Grafiek van f(x)=axX (a>0)
Teken de volgende functies in Wiris. Vergeet de { } niet bij de plot!!! Kijk goed.
f(X): X2 _| f{x]:=x2
g(¥)=2x || gx):=2x2
1
1 = —y2
h(9=> % hx):=7x

| i(x) : =3x2

1(X) =3%" || plotf(x),a(x),h(x),ica})

Als je de berekeningen uitvoert, verschijnt er een nieuw venster.

De 4 grafieken zijn getekend. Als je in het venster rechtsboven klikt op , kan je
het functievoorschrift van de grafieken zien wanneer je met je muis op de grafiek
gaat staan.

Welke parabool staat het meest open?

Geef een algemeen besluit:
F SR e [ 01 (=] gLV 0] ' | PP SRPP

Als a (beter |aj , want a mag ook negatief zijn) groter wordt, dan wordt de opening
van de parabool smaller. We noemen a de openingscoéfficiént van de parabool.

79




4.2.2. Grafiek van f(x)=ax (a<O0)

Teken in Wiris f(x) =x* en g(X) =- ¥X. Kleur deze laatste rood.
| f(x) :=x2
| plot(f(x))

| g(x) :=-x?
_| plot(g(x),{kleur=rood})

Welke grafiek is een bergparabool, welke een dalparabool?

De rode grafiek heeft volgende kenmerken: (schrappen wat niet past)
Domein: [/ [/
Beeld: |-¥ ,0] /[ 0¥ |

Top: (-1 9 /(0,9 /(1)
Deas: x=-1/x=0(y a3 /%

De ligging van de opening van de parabool wordt bepaald door het teken van a:
-is a>0, dan is de opening naar boven gericht. We hebben een dalparabool
-is a<0, dan is de opening naar beneden gericht. We hebben een bergparabool.

Geef 2 verschillende dalparabolen en 2 verschillende bergparabolen. Controleer met
Wiris.
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4.2.3. Grafiek van  f(x) =(x- a)’

Teken in Wiris f(x) =5 en g(X) =(x- 1)°. Kleur deze laatste rood.

| f(x)=x2

| plot(f(x))

| gx)=(x-1)?

_| plot(g(x),{kleur=rood})

Wat is het verschil tussen de zwarte en de rode grafiek?

Vul de volgende kenmerken van de rode grafiek in:

(D100 0 1=]1 o TP

N0 0T ] = o USRS

De grafiek van f(x) =(x- av)2 is congruent met de grafiek van g(x) = X.

Ze wordt verkregen door deze laatste te verschuiven evenwijdig met de x-as:
-is @ >0, dan verschuiven we naar rechts met a -eenheden.

- is a <0, dan verschuiven we naar links met |a| -eenheden.

De as is de rechte x=a en het punt T(a,0) is de top.
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Geef het functievoorschrift van de grafiek die 2 eenheden naar links opgeschoven is
t.o.v. de grafiek van f(x)=x*. Teken de grafiek in Wiris.

4.2.4. Grafiekvan f(X)=xX+b

Teken in Wiris f(X) =X en g(X) = ¥ +1. Kleur deze laatste grafiek rood.
| f(x) : =x2

| plot(f(x))

| g(x) : =x?+1

| plot(g(x),{kleur=rood})

Wat is het verschil tussen de zwarte en de rode grafiek?

Vul de volgende kenmerken van de rode grafiek in:

[D10] 0 1111 LT

AN TU ][ o101 1= o TP UPPPPPPPPTPP
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De grafiek van f(x) =X +#& is congruent met de grafiek van g(x) = X.

Ze wordt verkregen door deze laatste te verschuiven evenwijdig met de y-as:
-is b >0, dan verschuiven we naar boven met b-eenheden.

-is b <0, dan verschuiven we naar onder met |b| -eenheden.

De as is de y-as en het punt T(0,5) de top.
Het beeld van de grafiek is [ b, +¥] .

Geef het functievoorschrift van de grafiek die 2 eenheden naar onder opgeschoven is
t.0.v. de grafiek van f(x)=x*. Teken deze in Wiris.
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4.2.5. Grafiek van f(x)=axX + bx+ ¢

Voorbeeld:
We nemen de functie f(x)=x*- 6x+ 8 en herschrijven deze naar de gekende vorm.

f(X)=xX-6x 8
f()=(%- 6% 9)- 1

f(x)=(x-3)- 1

Deze functie wordt bekomen door de parabool f(x) =X tweemaal te verschuiven,

eerst naar rechts met 3 eenheden en daarna naar onder met één eenheid.
Teken de parabool in Wiris en controleer of de redenering juist is.

De nulpunten:
Zoals je in Wiris kunt zien heeft deze functie 2 nulpunten.

We kunnen deze zoeken door de functie gelijk te stellen aan nul. In de les zullen
jullie zien hoe je dit manueel kunt uitwerken.
In Wiris doen we dit als volgt:

0. . vergelijking oplozzen
Klik in het menu bewerkingen op %

_| oplossen(x?-6x+8=0)

Vul de vergelijking in en voer uit

Hoeveel nulpunten vind je? Schrijf de nulpunten op.

Zoek de nulpunten van de volgende functies:

Nulpunten

g(x)= X +4x+11

h(x)=4x +12x+9

h(X) =4X +8x- 5
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Algemeen:
f(x)=ax +bx+ c a 0

f=a ¥+2 x+ &
a a

2
f(x)=a ><2+2.£ X+— x-i2 X~
2a 4a 4a a

a b ° -b* 4ac
f(X)=x X+— +———
2a 4a
b - b*+ 4ac
f(x)=a(x-al+bh meta=- — p= — %
() ( ) Zab 4a

Kenmerken van de grafiek: f(x)=ax + bx+ c

Grafiek
Als a>0 danis f(x) een .............. parabool

Als a<0 danis f(x) een.............. parabool
Top

TG W)=T@b)=T e ) eereeeeeeeenen
As
X=x of x=

Domein
dom f

Beeld
Als a>0 danis bld f =[y,, ¥ = ——— +¥

Als a<0 danis bld f =]-¥, y]= ¥,
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Nulpunten
De nulpunten zijn de oplossingen van de vergelijking f(x) = ax + bx+ c

Stijgen en dalen

Als a>0

X | -¥ ] +¥

2a

f(x) 0
(min)
Als a>0

X | -¥ i +¥

2a

f () 0

(max)
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4.2.6. Oefeningen
1. Bespreek de volgende functies (soort parabool, top, as, domein, beeld, nulpunten
en stijgen en dalen).

Controleer door het bestand €lze_araadsvergelifing te openen en de parabool in te
vullen.

a) f(X)=x-2x 15
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b) g(X)=-x- 2x 23
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d) i(x)=4x*-100
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2. Stel het functievoorschrift op van de functie g als je de grafiek van de functie

C) ... drie eenheden naar links en 2 naar onder verschuift.

e) ... eerst versmalt met openingscoéfficiént 4 en daarna één eenheid naar boven
verplaatst.

Controleer je resultaten in Wiris!
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3. Zoek de vergelijking van een parabool met:

a) de y-as als as en de oorsprong als top

Controleer je resultaten in Wiris!

91



4.3. Problemen en vraagstukken oplossen

Andere aanlogprocedure!!!

4.3.1. Aanloggen

Surf naar www.wirisonline.net

Klik op Start Wiris v2.

Vul je gebruikersnaam en
wachtwoord in.

Vergeet vooral niet het kadertje
aan te vinken om je wachtwoord
te onthouden.

I¥ Dit wachtwoord onthouden

Klik op OK.

Klik vervolgens op “Studie van
functies v2.05"
links in het venster.

Wirisonline

dé meest creatieve eninnoverende oplossing voer ICT-integratie
in het wiskunde- en wetenschapsonderwijs

Start Wiris v2

enkel toegankelijk woor betalende gebrutkers

Yerbinding maken met users.wiri

aanmelding200&
Gebruikersnaam: I?E stuz11 j
“Wachbwoord: I sescaced

IV Dit wachtweoord onthouden

oK I Annuleren

Bibliotheken VVKSO

Het nascholingsteam wvan het VWESD stelt een aantal
hibliotheken met extra functionaliteiten ter beschikking
ia deze website,

2de en 3de graad
otudie van functies w 2.05
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4.3.2. Vraagstukken met vergelijking

Opgave:
Een tennisster slaat een bal terug volgens een parabolische baan met een
1 3 7
vergelijking N(X) =- =X+ = x —
gelng 47 27 4

Hierbij is h de hoogte in meter en x de horizontale verplaatsing in meter.

Vragen:
Waar raakt de bal de grond?

Hoe hoog gaat de bal?
Hoelang is de bal hoger dan 3 meter?

Hoe moeten we hieraan beginnen?
. We tekenen de grafiek.
. We zoeken de nulpunten (de horizontale verplaatsing).
. We zoeken de top (de verticale verplaatsing).

. We zoeken de snijpunten van g(x) en h(x).
. We zoeken de afstand tussen de snijpunten.

1
2
3
4. We tekenen een rechte g(x) =3 (al wat er boven ligt is hoger dan 3 meter).
5
6

Oplossing:

1. We tekenen de grafiek.

Typ in Wiris:

0} 1ol

_ 1T ., 3 T —
h{x): =——x"+—-xX+— =
H 4 2 4 |——J I

J Bewerkingen | Symbolen

= 0" +0
oo o, %3

De breuken kan je invoeren met het menu “bewerkingen”.
Duw een paar keer op enter.

Typ onder h(x):= ...

1 3 7
h{x}::—Ix%EmI

voorstelling(h(x))

Klik op het gelijkheidsteken
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2. We zoeken de nulpunten (de horizontale verplaatsing)
Wiris heeft een speciaal commando om de nulpunten van een functie te bepalen.

1 3 7
‘h{x}::—z}{2+5}{+1

| voorstelling(h(x))
| nulpuntenih(x})

|
|

[ =

Voer uit

Hoeveel nulpunten hebben we?

3. We zoeken de top (de verticale verplaatsing)
Wiris heeft een speciaal commando om de top van een tweedegraadsfunctie te
bepalen. De top is eigenlijk een kritisch punt van de grafiek.

[ 1 3 7
hix):=— —x2+—x+—
‘ (x) 4 2" 4

| voorstelling(h(x))
| nulpunten({h{x})
| kritischepunten(h(x))

|
H =

Voer uit

Wat is de cotrdinaat van de top?

Dit kan je aflezen op de x-coérdinaat / y-coérdinaat van de top.
(schrappen wat niet past)
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4. We tekenen een rechte g(x) =3._Al wat er boven ligt is hoger dan 3 meter.

Om te zoeken waar de bal 3 meter of hoger is, tekenen we een constante functie
die de 3-meter grens aangeeft: g(x) =3.

Typ onder “kritischepunten(h(x))”, in dezelfde blokhaak, het volgende:

[TTOTROTTOETI I T
| kritischepunten(h(x))

| 9(x):=3
| voorstelling(g(x))

|
|
|
[ =

5. We zoeken de snijpunten van g(x)_en h(x)

We zoeken waar de 2 grafieken elkaar snijden. Als we deze 2 punten kennen,
weten we tussen welke 2 punten de bal 3 meter of hoger is.
Deze snijpunten noemen we a.

Het eerste snijpunt krijgt dan als naam &, het tweede &, .

T TTOTFOTTCETI T X F ]

| kritischepunten(h(x))

| g(x):=3

| voorstelling(g(x))

| a=snijpunten(g(x).h(x))

_|
[ =

6. We zoeken de afstand tussen de snijpunten
Het enige wat we nu nog moeten doen, is de afstand tussen de 2 snijpunten
zoeken.

Wiris heeft een commando afstand. & is het 1° snijpunt, &, het 2° snijpunt.

TTTOTPUOTCET T X T
| kritischepunten(h(x))

| g(x): =3 De indexen vind je in het
| voorstelling(g(x)) menu “bewerkingen” |&J

| a=snijpunten(g(x).h(x))
| afstand{a,.a,)

[ =

Hoe lang is de tennisbal 3 meter of hoger?

95



4.3.3. Oefeningen

Opgave 1

Een ravijn heeft een parabolische vorm N(X) = 20 X -6X

Hierbij is h de hoogte en x de afstand in meter.

Vragen:
Hoe breed is de ravijn?

Hoe diep is de ravijn als er geen water in staat?
Hoe breed is de rivier als je weet dat er 32m water in de ravijn staat?

Hoe moeten we hieraan beginnen?

1. We tekenen de grafiek.

2. We zoeken de nulpunten (de horizontale verplaatsing).
3. We zoeken de afstand tussen de nulpunten.
4. We zoeken de top (de verticale verplaatsing).
5. We definiéren een rechte g(x) =.......

6. We zoeken de snijpunten van g(x) en h(x).
7. We zoeken de afstand tussen de snijpunten.
Oplossing:

Dit mag je zelf uitwerken

Tipl: zZie vorige oefening als je vastzit
Tip2: de nulpunten

Je geeft best de nulpunten ook een naam, om dan de afstand tussen
de 2 nulpunten te kunnen berekenen.

| n=nulpunten{h(x))
| afstand{n,.n,)

Hoe breed is de ravijn?
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Opgave 2
Een pinguin ziet een school vissen en springt van een ijsschots in het water volgens

i(35x2 - 2100% 2065,
841

h(x) is de afstand van de pinguin tot het wateropperviak in m

X is de afstand van de ijsschots tot de pinguin in m.
De vissen zwemmen op een diepte van 5m en lager.

de baan: N(X) =

Vragen:
Waar komt de pinguin in het water? Waar komt hij weer boven water?

Over welke afstand was hij onder water?

Hoe diep was hij onder water en waar was dat?

Hoe hoog stond de pinguin toe hij in het water wou duiken?
Hoe lang is de pinguin 5m en lager?

Hoe moeten we hieraan beginnen?

We tekenen de grafiek.

We zoeken de nulpunten (in het water, uit het water).
We zoeken de afstand tussen de nulpunten.

We zoeken de top (de verticale verplaatsing).

We definiéren een rechte g(x) =.....

We zoeken de snijpunten van g(x) en h(x).
We zoeken de afstand tussen de snijpunten.

No akwNpE
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Opgave 3
Een brug beschrijft een parabolische vorm:

d(x):%s(- X+ 100X

1

Vragen:
- Hoe breed is deze brug?
Hoe hoog is deze brug?
Om de brug wat op te vrolijken willen ze in de
boog vlaggetjes hangen. Ze willen die hangen op 4 meter boven de grond.
Hoeveel meter koord met vlaggetjes hebben ze ten minste nodig?

! Foto: http://www.casayego.com/europeancities/luxemb/luxem-b.jpg
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Opgave 4
Stef en Carsten, twee jonge voetballertjes, zijn tegen Lise aan het pochen over hoe

goed ze wel zijn. Lise stelt voor dat ze hun kunsten maar eens moeten tonen door
een bal zo hard mogelijk uit te trappen.

1 5, 1
Stef trapt de bal volgens de baan: f (X) - 1—12X + — X

2
_ 1 2 2
Carsten trapt de bal volgens de baan: 9(X) = - - + 3 X

Stef besluit: “Ik ben de beste, mijn bal was het hoogst en het verst”. Heeft hij gelijk?
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4.3.4. Vraagstuk zonder vergelijking

Opgavel
Xander en Jonas zouden graag een riviertje oversteken, doch ze weten niet hoe

breed en hoe diep deze rivier is.

Ze weten wel dat de rivierbedding parabolisch is.

Xander doet 2 peilingen. Op 80cm van de oever is de rivier 89,6cm diep en op
120cm van de oever is de rivier 129,6cm diep.

Vragen:
Hoe breed is de rivier?

Hoe diep is de rivier?

Hoe moeten we hieraan beginnen?
1. We zoeken de vergelijking.
2. Hoe breed en hoe diep de rivier is kan je zelf berekenen.

Oplossing:
We zoeken de vergelijking

Xander en Jonas bevinden zich aan de rand van de rivier, we kunnen dus stellen
dat de punten:

P(0;0)

Q(80;-89,6)

R(120;-129,6)
op de parabool liggen.

We nemen een algemene vergelijking van een parabool f (X) =a X +hx+ ¢
en voeren deze in Wiris in.

We berekenen de y-waarden met de x-waarden die we hebben.

We weten dat f(0)=0 dus 0=c
We weten dat f(80)=-89,6 dus 6400a+80b+c=-89,6
We weten dat f(120)=-129,6 dus 14400a +120b+c=-129.6
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We vullen deze 3 vergelijkingen in een stelsel in.
Zie dat je plaats hebt onder f(120) en ga daar met je cursor staan.
Klik in het menu “bewerkingen” op “Stelsel oplossen”.

Er verschijnt een nieuw venstertje

We vullen 3 in want er zijn 3 vergelijkingen

Het volgende verschijnt:

We vullen de waarden in en voeren uit.

De waarden voor a, b en c verschijnen.

We definiéren opnieuw f(x) en ditmaal vervangen we a, b en ¢ door hun waarden.
Je mag afronden op 3 cijfers na de komma.

De rest kan je zelf zoeken.
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